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;Como podemos estudiar el comportamiento de los agentes
en condiciones de incertidumbre?

Una introduccion al modelo QRSE. Parte I
How can we study the behavior of agents under uncertainty? An introduction to the QRSE
model. Part 1
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Resumen

El presente articulo presenta la primera parte de una
introduccion al llamado modelo QRSE (Quantal Res-
ponse Statistical Equilibrium). EI modelo se ha conver-
tido en una herramienta poderosa para estudiar tanto
la toma de decisiones de las agentes en condiciones
de incertidumbre como la interaccién que se da entre
estas decisiones individuales y variables con una es-
cala social. El modelo combina la medida de entropia
informatica de Claude E. Shannon para cuantificar la
incertidumbre con el principio de maximizacién de la
entropfa de Edwin T. Jaynes para la inferencia de fun-
ciones de probabilidad con base en informacion limi-
tada. El modelo se ha utilizado para estudiar procesos
de competencia en mercados de mercancias, finan-
cieros y de vivienda. También, se ha utilizado como
alternativa a modelos de juegos experimentales. En
todas sus aplicaciones ha podido reproducir diversas
regularidades estadisticas observadas en economias
reales. En esta trabajo, paso a paso, se construird la
primera parte del modelo QRSE: la funcion de pro-
babilidad condicional con la que las agentes toman
decisiones dado el valor de las variables sociales. En
la segunda parte se expondra, bajo el mismo marco
conceptual, ahora como las decisiones de los agen-
tes afectan a las variables sociales. Con ambas piezas
podremos cerrar el modelo y obtener la probabilidad
conjunta entre las decisiones y las variables sociales.
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Abstract

This article presents the first part of an introduction to
the so-called QRSE (Quantal Response Statistical Equilib-
rium) model. The model has become a powerful tool
to study both the decision-making of agents in con-
ditions of uncertainty and the interaction that occurs
between these individual decisions and the variables
with a social scale. The model combines Claude E.
Shannon’s informational entropy measure for quanti-
fying uncertainty with Edwin T. Jaynes' entropy maxi-
mization principle for inferring probability functions
based on limited information. The model has been
used to study competition processes in commodity,
financial, and housing markets. In addition, it has been
used as an alternative to experimental game models.
In all its applications it has been able to reproduce var-
jous statistical reqularities observed in real economies.
In this paper, step by step, the first part of the QRSE
model will be built: the conditional probability func-
tion with which the agents make decisions given the
value of the social variables. In the second part, it will
now be exposed, under the same conceptual frame-
work, how the decisions of the agents affect the social
variables. With both pieces we can close the model
and obtain the joint probability between the deci-
sions and the social variables.
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1. Introduccion

Las decisiones de las agentes y su relevancia
para la economia. Diversas variables econé-
micas consisten en la agregacién de acciones
que realizan diversas agentes: 1,000 millones
de pesos de inversién en la rama automotriz en
México o una demanda de dinero de 5 trillones
de ddlares en los EE. UU. son el agregado de la
acciéon de invertir y mantener activos liquidos
de decenas, miles o millones de agentes. Estas
acciones son producto de un proceso de toma
de decisiones.

Las agentes constantemente toman deci-
siones y eligen diversas acciones como inver-
tir o salir de un mercado, comprar o vender
un bono, aceptar o rechazar un trabajo, etc.
Estas decisiones no tienen que ser dicotémi-
cas: en la conformacién de un portafolio de
inversion, las agentes eligen una composicién
de su riqueza en dinero, bonos, acciones, etc.
En cualquier caso, las decisiones determinan
la magnitud de diversos agregados micro o
macroeconémicos. Por tanto, el estudio de
la toma de decisiones es fundamental para el
andlisis econémico.

La toma de decisiones por parte de las
agentes se realiza con base en incentivos que
dependen de un conjunto de variables relevan-
tes, como los precios y las tasas de retorno. De-
pendiendo de estas variables las agentes pueden
tomar una decisién u otra. Al mismo tiempo,
las acciones que llevan a cabo las agentes tienen
un impacto en estos precios y tasas de retor-
no: Si las agentes que controlan buena parte
de la liquidez de la economia deciden reducir
su demanda de dinero para comprar bonos a
largo plazo, estas acciones terminardn afectan-
do tanto al precio de los bonos en el mercado
secundario como a las tasas de interés de estos
instrumentos de deuda en el mercado prima-
rio. Debido a que estas variables se ven afecta-

das por el conjunto de agentes, estas variables
pueden ser consideradas variables sociales.

Existe entonces una codependencia entre
las acciones de los agentes y las variables socia-
les. En muchos ocasiones esta codependencia
contiene un mecanismo de retroalimentacion
negativa (negative feedback). Es decir, las accio-
nes de las agentes se gufan por incentivos deter-
minados por las variables sociales. A su vez, es-
tas acciones provocan cambios en las variables
sociales en un sentido inverso al que provocé
dicha accién, generando con esto un menor in-
centivo a realizar esta accién. Este razonamien-
to, dejado hasta sus dltimas consecuencias, ter-
mina provocando una situacién de equilibrio
caracterizada por la ausencia de (i) incentivos
para realizar acciones y de (77) variaciones en las
variables sociales. Un ejemplo claro de la con-
formacién de un equilibrio producto de la re-
troalimentacién negativa entre las acciones de
las agentes y las variables sociales proviene de la
teorfa de competencia de Adam Smith:

Las ventajas y desventajas totales de los diversos
empleos del trabajo y el capital [potencialmente
capturadas por las tasas de salarios y de ganancia,
respectivamente] en una misma zona deben o bien
ser perfectamente iguales o tender constantemente
hacia la igualdad. Si en un mismo lugar hubie-
se un empleo evidentemente mucho mds o mucho
menos ventajoso que los demds, habria tanta gen-
te que invertiria en él en el primer caso, o que
lo abandonaria en el segundo, que sus ventajas
pronto retornarian al nivel de los demds empleos.
Este seria el caso al menos en una sociedad donde
se permitiese que las cosas siguieran su curso na-
tural, donde hubiese total libertad, y donde cada
persona fuese perfectamente libre tanto para ele-
gir la ocupacion que desee como para cambiarla
cuantas veces lo Jjuzgue conveniente. El interés de
cada persona lo induciria a buscar el empleo mds
ventajoso y a rechazar el menos ventajoso (Smith,

1776[1996], p. 152).
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Las decisiones se realizan en un ambiente de
incertidumbre. Una caracteristica importante
del proceso de toma de decisiones es que estas
se realizan en condiciones de incertidumbre por
el resultado de las decisiones. Por ejemplo, la
adopcién de una nueva técnica de produccién
al interior de la empresa podria traer una tasa
de retorno menor que la prevaleciente antes
del cambio técnico. El precio de las viviendas
podria haber crecido mucho mds del estimado,
pero el mercado también podria experimentar
una explosién de una burbuja especulativa,
provocando una gran pérdida en su valor.
Pero entonces, si producto de la incerti-
dumbre no se tiene certidumbre sobre el re-
sultado ultimo de las acciones, ;cémo es que
deciden las agentes sus acciones? Al menos
desde la publicacién de £/ Tratado sobre el Di-
nero de Keynes (1930[2013]) se aceptd que la
incertidumbre sobre los valores fururos de las
variables tiene efectos no triviales sobre las de-
cisiones que toman los agentes hoy vy, por lo
tanto, para el desempeno de la economia el
dia de Aoy. Por tanto, la disciplina econémi-
ca ha buscado caracterizar a la incertidumbre,
proponer métricas de medicién, identificar sus
determinantes y desarrollar sus implicaciones.
La formacién de expectativas y el and-
lisis de equilibrio. La incertidumbre genera
que las agentes basen sus decisiones en expec-
tativas sobre el valor futuro de las variables.
Asi, valores esperados de las variables y niveles
de incertidumbre influyen en las acciones que
realizan las agentes. Algunas posiciones tedri-
cas consideran que la incertidumbre y las ex-
pectativas son tan importantes que el andlisis
econémico de equilibrio basado en posiciones
de largo periodo, i.e., donde operan fuerzas
que provocan una tendencia hacia la igualdad
en las tasas de retorno, como en el ejemplo de
Smith, son poco dtiles para explicar diversas
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variables sociales.' Dentro de estas posiciones
tedricas incluso se considera que la existencia
de informacién limitada sobre la toma de deci-
siones implica la incapacidad para poder asig-
nar probabilidades a las posibles acciones de
los agentes.

Descripcién de las decisiones en térmi-
nos probabilisticos. Los esfuerzos por forma-
lizar la toma de decisiones en condiciones de
incertidumbre se encuentran, por lo menos,
desde la obra de Keynes (1921) y Ramsey
(1926, capitulo VII).” En general, este enfo-
que considera que es conveniente representar
la toma de decisiones en condiciones de in-
certidumbre en términos probabilisticos.” Un
enfoque relevante ha sido la teorfa de la utili-
dad de von Neumann y Morgenstern (1944,
capitulo 1 y Apéndice), la cual concluye que,
bajo ciertas condiciones sobre el comporta-
miento de las agentes, sus decisiones sobre las
posibles acciones pueden estudiarse como si
maximizaran su utilidad (cardinal) esperada.’
Si bien este modelo predice que las agentes
tendrdn una estrategia tnica, i.e., que elegirdn
Ginicamente una accién, bajo condiciones al-
ternativas las agentes tendrdn, en general, una
estrategia mixta regulada por una funcién de
probabilidad.

El modelo QRSE vy sus aplicaciones. El
modelo QRSE (Quantal Response Statistical
Equilibrium), de reciente desarrollo, constitu-
ye un ejemplo en esta tltima direccién. Este

1 Véase Garegnani (1976) y Dutt y Amadeo (1993)
para una exposicion.

2 Véase, por ejemplo, a Machina (1987a) para una
revision a la literatura.

3 Brennan (1987) indica que esta vision se encuen-
tra desde 1906 con Irving Fisher 1906 (The na-
ture of capital and income) y en 1934 con Hicks
(Application of mathematical methods to the
theory of risk).

4 Véase Machina (1987b) y Schmeidler y Wakker
(1987) para una exposicion sobre la literatura.
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modelo permite estudiar las decisiones en con-
diciones de incertidumbre en términos proba-
bilisticos y, de manera adicional, conectar estas
decisiones con las variables econdémicas en un
proceso de retroalimentacién negativa que ge-
nera un equilibrio de naturaleza estadistica.

Foley (2020) proporciona la bases para el
comportamiento de las agentes dadas las va-
riables sociales en multiples situaciones, como
para grupos de agentes con diferente nivel de
incertidumbre. Scharfenaker y Foley (2017)
emplean el modelo QRSE para formalizar la
teorfa de la competencia de Smith y expli-
car las fuertes tendencias a la uniformidad
en las tasas de ganancias a nivel empresa ob-
servadas en las economias avanzadas. Schar-
fenaker (2020) desarrolla el modelo y lo aplica
al mercado accionario. Omer (2018) emplea
el modelo QRSE para estudiar al mercado
de vivienda y sus tasas ganancias por capital.
Scharfenaker y Foley (2021) estudian el mer-
cado laboral para explicar la interaccién entre
trabajadores y capitalistas y la tasa de salarios.
Yang (2018,2022) emplea el modelo QRSE
para generalizar el modelo de Kennedy (1964)
de cambio técnico inducido y estimar la fron-
tera de posibilidades de innovacién. Dentro de
la economia experimental, Coronado (2018)
emplea al modelo para estudiar la percepcién
de justicia por parte de las agentes en los lla-
mados wultimatum games.

El modelo QRSE se distingue de otros
modelos quantal response equilibrium en que
emplean la medida de entropia informdtica
de Shannon (1948) para representar la incer-
tidumbre de las agentes. También, utilizan el
principio de maximizacién de la entropia de-
sarrollado por Jaynes (1957) para estimar la
probabilidad que regula la estrategia mixta de
los agentes y de las variables sociales. Dentro
de este marco, diferentes hipdtesis sobre el
comportamiento de las agentes (como la for-

macién de expectativas) y la manera en que el
mercado reacciona ante dichas acciones provo-
can un mecanismo de retroalimentacién nega-
tiva que genera un equilibrio estadistico en las
variables sociales (tasas de ganancia, tasas de
retorno, tasa de reduccién de costos, etc.) ca-
racterizado por fuertes tendencias a la centrali-
dad de las variables sociales, asi como fluctua-
ciones alrededor de estos centros de gravedad
endégenamente determinada. De esta mane-
ra, el modelo QRSE puede considerar perfec-
tamente tanto la existencia de incertidumbre
y formacién de expectativas como posiciones
de largo periodo caracterizadas por una fuer-
te tendencia a la uniformidad de ciertas varias
variables sociales.

Comenzamos la presentacién del modelo
QRSE estudiando las acciones que realizan las
agentes tomando los incentivos de estas ac-
ciones como dados. Es decir, estimaremos la
probabilidad condicional de las acciones de la
agente dadas las variables sociales. Este modelo
constituye una derivacién alternativa del mo-
delo /logit de respuesta cudntica. Se mostrard
que existe una dualidad entre la incertidumbre
que experimenta la agente y la incertidumbre
de la investigadora social que pretende estu-
diar la toma de decisiones las agentes en con-
diciones de incertidumbre.

2. El espacio de los estados: las posibles
acciones de las agentes

Suponga que una agente debe de tomar una
decisién al elegir una accién dentro de un
conjunto finito de acciones mutuamente ex-
cluyentes. Sea Kk eN el nimero de posibles
acciones. Llamemos al conjunto de posibles
acciones

(1) A= g = {ay,ap, ....ax}-
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Un ejemplo de una eleccién dicotémica po-
dria ser entrar a/salir de un mercado o com-
prar/vender una propiedad. En este caso K=2
y el conjunto de acciones posibles y mu-
tuamente excluyentes es A = {deprar datic} O
A= {acomp,a,, amder}. Otro ejemplo un poco mds
complejo podria ser una agente que necesita
decidir la distribucién de su riqueza financiera
en una cartera compuesta Unicamente por dos
activos, digamos dinero y bonos. Supongamos
por simplicidad que la composicién de la car-
tera solo puede tener la precisién de 1 décima.
Asi, el nimero de posibles acciones serfa K=11
y el conjunto A = {a,,...,a,,} serfa

a, = (1.0, 0.0)
a, = (0.9, 0.1)

)

ajy = (0.0, 1.0),

donde g, = (m,b;) representa una composi-
cién de la cartera donde toda la riqueza ad-
quiere la forma de dinero m,=1 y nada en
bonos 6,=0, y as = (mg bs) indica una cartera
uniformemente distribuida, m4=64=0.5.

El conjunto de estas K acciones constituye
el espacio de los estados del sistema. Cada una
de las acciones sobre las cuales las agentes deci-
den (1 de 2 en el caso dicotémicoy 1 de 11 en
el caso de la cartera) corresponde a un microes-
tado. Una primera restriccién en el modelo,
producto de la teorfa, consiste entonces en la
definicién del estado de espacios.’

5 Tal vez le pueda resultar facil al lector concluir
que esta primera restriccion dentro de la modela-
cion econdmica es un tanto trivial. Pero considere
que en todo momento existen multiples variables
que la teorizacion econémica no puede incorpo-
rar. La determinacion del espacio de estados debe
de estar restricta a aquellos estados que se consi-
deren relevantes para el estudio de los fendmenos
de interés. Considere el desarrollo del motivo es-
peculativo para la demanda de dinero. Capraro, et
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3. La funcidn de utilidad o de pago (pay-off)
de las agentes.

La toma de decisiones por parte de las agen-
tes generalmente involucra una evaluacién del
resultado de sus decisiones. La decisién de in-
vertir en un mercado (“entrar” en el mercado)
puede verse afectada por el ingreso, la masa de
ganancias o la tasa de retorno asociada a esta
inversién. La rentabilidad de los diversos acti-
vos disponibles para las agentes también incide
en la conformacién de la cartera de inversién.

Asi, otra restriccién producto de la teoria
econdmica consiste en seleccionar al conjunto
de variables relevantes para la toma de decisio-
nes y la manera en que estas interactdan. Sea
x € Runa de estas variables relevantes, como
la tasa de retorno o la tasa de interés. Si la elec-
cién involucra dos activos, entonces x;, x, € R
serfan las variables relevantes. Tipicamente es-
tas variables relevantes x;, x,,... se encuentra
fuera del control exclusivo de las agente: en al-
gunos casos no se tiene influencia alguna (e.g.,
en los modelos neocldsicos de competencia
perfecta) y en otros casos se tienen un impacto
pequefo o considerable (e.g., en los modelos
de competencia de la economia politica cldsica
y de competencia imperfecta, respectivamen-
te). Por tal motivo, x;, x;,... pueden ser consi-
deradas variables sociales.

Llamemos a la funcién que nos brinda una
medida del resultado de la accién, por ejemplo,
del resultado de elegir entrar en o salir de un
mercado o de elegir una cartera de inversion

al. (2020, capitulo 3) describen como, si bien en el
siglo XIX y principios del siglo XX la disciplina
econdmica conocia de la especulacion financiera,
no fue sino hasta los 1920s-1930s, derivado de
los cambios en los mercados financieros producto
de la Primera Guerra Mundial, que economistas
como Keynes y Lavington afiadieron el motivo
especulacion dentro de los motivos para deman-
dar dinero.

9
I
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particular, /a funcion de utilidad (cardinal) o la
funcidn de pago ula, x], donde ula, x]:A - R.

Por ejemplo, la eleccién 4, de una traba-
jadora de comprar en el mercado primario
un bono con valor nominal de $100 (y man-
tenerlo por un ano) le trae un utilidad que
podria representarse por el flujo de intereses
asociado a la tasa del cupén 7, u(a;,7)=$100.

i. Si ahora la agente consiste en una empresa
financiera dedicada a la compraventa de acti-
vos de deuda (como un banco moderno), el
pago relevante para la misma accién podria ser
u(a,,i, Ap) = $100(; + Ap), donde ahora 7 serfa
la tasa de rendimiento (yield rate), p el precio
del instrumento de deuda y Ap las llamadas
“ganancias (o pérdidas) por capital”.’

Grafica 1

variable social x

— r=1.5
u(ak, r)
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50
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Una funcion de utilidad o de pago u[ax,r]=r - ax - $100
dependiente de las acciones de las agentes ax y de la

— r==1.5

-50

-100

T T T T T

-150

ak
1.0

6 Aqui encontramos otro ejemplo donde la eleccion de la teoria e hipotesis econdmicas resulta vital: para
el estudio del mercado de deuda y de dinero: ;basta con considerar en la funcidon de pago tnicamente a la
tasa de interés? ;Qué empresa financiera cuyo giro principal es la compraventa de instrumentos de deuda y
que paga rentas de edificios, nominas, etc. puede tener una rentabilidad ‘decente’ con una tasa de interés de
3.29% anual en los bonos del tesoro de los EE. UU. a 1 afio (9 de agosto de 2022)? ;Quién concentra una
mayor tenencia de bonos? ;Los trabajadores o las empresas? ;Y las empresas que compran y venden titulos
de deuda en mercados internacionales? ;Habria algun componente adicional que valdria la pena incluir en

su funcién de pago?
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En general, es posible construir una funcién
de utilidad que dependa de las decisiones de los
agentes y de los valores de las variables socia-
les. El grifico 1 muestra la funcién de utili-
dad u[a.r| =r-a.-$100, donde res la tasa de
retorno total de la tenencia de un bono y ax,
para k=1,...,K, es la accidén de destinar una par-
ticipacién de una riqueza de $100 en bonos
(@,=0,...ax=1). Para tasas de retorno positivas,
entre mayor la participacién de la riqueza en
bonos mayor la utilidad, mientras que lo con-
trario sucede para tasas de retorno negativas.
Cuando 7=0 la utilidad es cero para cualquier
tenencia de bonos.

4. Incertidumbre y expectativas.

Un aspecto fundamental en el proceso de toma
de decisiones por parte de las agentes es que
estas decisiones se realizan en un ambiente de
incertidumbre. La incertidumbre radica en la
falta de seguridad sobre el resultado futuro de la
accién, en términos de la funcién de pago. La
compra que un trabajador realiza de un bono
corporativo podria resultar en una pérdida total
si la empresa se declara en banca rota. La agente
que decide invertir en un mercado podria obte-
ner una tasa de retorno que no consideraba en
la elaboracién de su plan de negocios.

Sin embargo, a pesar del desconocimiento
del valor futuro de cada #[ax,x], todo el tiem-
po las agentes eligen una accién el dia de hoy.
Es decir, tienen que tomar decisiones en con-
diciones de incertidumbre.

Como recurso auxiliar en la toma de de-
cisiones presentes, las agentes forman expec-
tativas sobre los eventos futuros. Estas expec-
tativas se forman con base en un conjunto
de informacién inicial y ciertos criterios que
pueden variar de agente en agente.” Las agen-

7 Si bien el conjunto de agentes puede tener acce-
so a la misma informacion puede haber diferentes
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tes podrian tomar en cuenta la opinién de una
asesora financiera o algunos estadisticos que
arrojan la terminal de Reuters. Asi, las agentes
podrian utilizar algiin indicador representativo
de la variable social x, como su valor espera-
do x¢ o podrian representar su incertidumbre
sobre x por medio de una funcién de probabi-
lidad.® La eleccién recae en la teorfa del com-
portamiento utilizada.

No obstante, la posibilidad de realizar este
cdlculo de indicadores sobre los valores futuros
de la variable social no elimina necesariamente
la incertidumbre sobre el resultado de sus ac-
ciones y el valor futuro de su funcién de pago.
Keynes (1936, capitulo 13) hablaba de la dis-
tincién entre la esperanza actuarial y el estado
de confianza en los mercados. Para Keynes la ac-
cién conjunta de ambas determina el estado de
expectativas de largo plazo.

Un enfoque que se considera ttil para re-
presentar la toma de decisiones de las agentes
en condiciones de incertidumbre es a través
de la maximizacién de su wtilidad esperada.
Esta métrica se obtiene como una agregacion
de utilidades ponderada por una probabilidad
asociada.’ Veamos esto con mayor detalle:

Consideremos la probabilidad con la que
la agente realiza cada una de las K posibles ac-
ciones. Sea py = p[a;] la probabilidad de cada
microestado y

criterios entre agentes que haga, por ejemplo, que
unos sea toros (bulls) y otros osos (bears). Véase
a Capraro, et al. (2020, capitulo 5) para una discu-
sion sobre el conjunto de informacion inicial y la
manera en que los/las agentes la procesan.

8 La modelacion de las reglas de formacion de ex-
pectativas es otra dimension donde la eleccion de
las hipotesis econdmicas es relevante. Véase una
discusion muy accesible en Capraro, et al. (2020,
capitulo 10). Véase Tobin (1958) para una aplica-
cion de este segundo camino para el estudio de la
preferencia por la liquidez.

9 En las siguientes lineas veremos que la probabili-
dad puede estar asociada a las acciones ax o a la
variable social x.

11
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3) p = [Pk] = {Pl’l’z’ ---’PK}

donde p¢ 2 0 para k=1,..., K

y Z:;lpk =p +p+-+pc=1. Asi, cada accién
dicotémica o cada posible cartera tiene una
probabilidad no negativa de elegirse. El grafi-
co 2 muestra cuatro casos de funcién de pro-
babilidad cuando la eleccién es dicotdmica,
A = {a,,a,}. Unasituacién donde la probabi-
lidad de que dos 0 mds eventos es positiva im-
plica que la agente tendrd un comportamiento
caracterizado por una estrategia mixta, es decir,
una situacién donde en algunas situaciones es-
cogerd una accién y en otras una accién alter-
nativa —funciones de probabilidad (c) y (d)-,
pero nunca la misma accién en cada situacion
— funciones de probabilidad (a) y (b).

Dentro del modelo QRSE, consideramos
la probabilidad con la que la agente realiza
cada una de las acciones tomando a la variable
social (o estadisticos de ella) como dada. Asi, la
funcién de pago esperada es

(4)

Elu] = Zlil pku[ak;x] =p1u[al;x] +p2u[a2;x] + - +pKu[aK; x]

donde p; = p[ak|X] es la probabilidad condi-
cional de la accién ar dada la variable social
x."" La utilidad esperada es entonces un pro-
medio ponderado de la utilidad obtenida por
cada una de las K acciones u[a; x¢], donde los
ponderadores consisten en las probabilidades
p[aklx]. Aunque ulay, x°] pueda ser una fun-

10 De manera alternativa uno podria fijar una accion
particular y considerar la utilidad esperada dada
una funcion de probabilidad de la variable social
(continua) x, como E (u):= { ulax,x] fix)dx, donde
el intervalo de integracion depende del soporte de
la variable x y f'(x) es su funcion de densidad. Al
no tener una especificacion de la funcion de pago,
la representaremos simplemente como u[ag;x] aun-
que pueda depender de manera adicional x¢de y/o
algunos otros indicadores derivados de x.

cién no lineal, la funcién £ [#] es una funcién
lineal sobre las pk.

Ante esta eleccién, hemos optado por re-
presentar la incertidumbre que experimenta la
agente a través de las probabilidades con las que
la agente realiza cada accion {p,...,px} y no im-
poniendo restricciones probabilisticas sobre la
variable social, fuera de las que se hereden de
la funcién de pago u[ak,x]. De esta manera,
proponemos medir la cantidad de incertidum-
bre sobre la variable aleatoria ax a través de la
entropia informitica de Shannon (1948): "'

K 1 1 1
H:= H(pl ..... pK) =— Zk—l plnp, = pllnp— +p21np— + o +P1<l“p_ >0
= 1 2 K

Conviene enfatizar que esta medida es una
funcién de las probabilidades de cada uno de
las K acciones y no de la naturaleza o semdn-
tica de las 4. La cantidad —lnpk=1n%20 represen-
ta la informacién contenida de la eleccién ax
(e.g., Golan, 2018, capitulo 3), por lo que A
representa entonces la cantidad de informa-
cién esperada. La funcién —Inp, es cédncava
por lo que H, siendo una suma de funciones
cbdncavas, también lo es.

Veamos por qué la funcién H captura la
cantidad de incertidumbre de una variable.
Cuando alguna de las acciones tiene una pro-
babilidad de 1 entonces las restantes K-1 ac-
ciones tienen probabilidad de cero. En esta
situacion, ejemplificada en (a) y (b) en el gri-
fico 2, tenemos una situacion de cero entropia
o completa certidumbre." Por el contrario, el
estado de mdxima incertidumbre se alcanza

11 Véase, inter alia, a Kapur y Kesavan (1992, sec-
cion 2.2) para un tratamiento profundo pero acce-
sible sobre la caracterizacion matematica de esta
medida. Convencionalmente se considera que Oln
0=0. Recuerde que 0 < px <1, por lo que Inpr < 0.

12 ;Cual es la probabilidad de que 2+2=4? La proba-
bilidad es 1. No hay incertidumbre y la entropia es
cero.
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cuando cada una de las K posibles acciones tie-
. . 1

nen la misma probabilidad, » =~ (caso (c) en

el grifico 2)." Asi, la entropia méxima Hmax

de la funcién de probabilidad p1,...,pk es una

funcién monotdnica creciente del ndmero de

k 1 1 ,
estados, Huw=-2, —ln(—) =K —entre mas es-

k=1 K K

tados posibles mayor la incertidumbre sobre el
sistema, 7.e., la eleccidon de cada uno de ellos.

Para el caso de un sistema donde K=2, el
grifico 3 muestra la relacién entre las probabi-
lidades de un evento y la entropfa del sistema:"
la entropfa es maxima (Hmax=In2=0.69 cuan-
dor=p= % = % y es minima cuando p,=0y por

lo tanto p,=1 y viceversa (ver grifica 3).

5. El criterio para elegir a las distintas
funciones de probabilidad {p«}: el principio de
maximizacion de la entropia

En este momento nos encontramos con toda
la informacién necesaria para obtener la pro-
babilidad con la que las agentes realizan cada
una de estas acciones, salvo una pieza faltan-
te. Sabemos que, por consistencia de nuestro
modelo probabilistico, p; >0y ¥ p.=1. Tam-
bién, hemos supuesto que las agentes toman
sus decisiones basadas en su funcién de pago
ula; x] y que podemos representar su proceso
de decisién por medio de la maximizacién de

Grafica 3

eleccién dicotdmica

H(p1, p2)
0.7F
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|

Valor de la entropia H para una funcion de probabilidad con

13 Maximice la funcion H(ps,...,px) sujeta a la res-
triccion YX_, p, = 1. Se trata de un programa
concavo por lo que las condiciones de primer or-
den son necesarias y suficientes para obtener a la
solucion pj, ..., pk.

14 Adaptado de Golan (2018, capitulo 3).
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la utilidad esperada. También, sabemos que
las agentes realizan sus elecciones bajo condi-
ciones de incertidumbre y hemos propuesto
medir a la cantidad de incertidumbre sobre
las acciones con la métrica de entropia infor-
mitica de Shannon H(p,.....pk), la cual puede
ser cero o positiva. Nos falta definir el criterio
para escoger una unica funcién de probabi-
lidad P/ .- P¢ dentro de todas las existentes
P> -+ Pk que son consistentes con la anterior
informacién. Por ejemplo, si tenemos a la uti-
lidad esperada E() = p;5 + p,20 + p515 = 10 nota-
rd que esta se podria obtener con un niimero
infinito de valores (p1,p2,p3) —tenemos una
ecuacién y 3 incognitas. ;Cudl funcion de dis-
tribucion pa,...,px debemos de escoger para repre-
sentar las elecciones de las agentes?

Aqui introducimos el principio de maximi-
zacion de la entropia propuesto por E.T. Jaynes
(1957). Como un desarrollo del principio de
la razén insuficiente de Laplace en situaciones
donde el conjunto de informacién va mds alld
de p,>0y Y =1, Jaynes argumenta que,
dentro de todas las funciones de probabilidad
que satisfacen las restricciones que representan
a un conjunto de informacién inicial, escoger
a la funcién de probabilidad que maximiza la
entropfa nos brinda una solucién (una funcién
de probabilidad) que ademds de ser la menos
sesgada’ es también la que refleja nuestro esta-
do de conocimiento sobre el fenémeno bajo es-
tudio —representado por la informacién inicial.

Se trata pues de un método de inferencia.
Si al representar a la teorfa de un fenémeno
con el estado de espacios y una serie de res-
tricciones (hip6tesis tedricas) vemos que esta
funcién de probabilidad resultante no es con-

15 Es la menos sesgada puesto que escoger otra dis-
tribucion con una entropia menor que la maxima
implica que se esta considerando informacion adi-
cional que no se ha hecho explicita. Véase Kapur
y Kesavan (1992, capitulo 1).

sistente con las observaciones esto no signifi-
ca que el método de estimacién es deficiente,
sino que las hipétesis de la teorfa, i.e., las res-
tricciones utilizadas, no son las relevantes para
explicar el fenémeno de estudio. Por tanto, de-
bemos aprender y cambiar nuestro estado de
conocimiento.

6. El comportamiento de las agentes: el
modelo logit-QRSE

Armados con la informacién inicial y una metodo-
logfa de inferencia, podemos buscar a esta funcién
de probabilidad pp.....p¢. El modelo QRSE en-
cuentra la solucién p*|a; x|, p*|ay|x]..... p*[ax|x]
resolviendo el siguiente programa de maximiza-

cién
K
(6) Max zk=l pritlay; x]
{pl,.“,pK}Z()

K
7) S.t. Zkzlpk =1

K
(8) _Zkzlpklnpk > Hmin'

Es decir, tomando como dados a las K dife-
rentes u[ay; x], buscamos maximizar la utilidad
esperada de la agente escogiendo plg|x] que
cumplan tanto con la condicién de normali-
zacién (7) como con el requisito de incerti-
dumbre minima 0< H,;, < H,,, =1nK. Al
ser H una funcién céncava y E[«] una funcién
lineal en pr, entonces condiciones necesarias
y suficientes para resolver el programa (6)-(8)
consisten en resolver al sistema de ecuaciones
resultado de las condiciones de primer orden
(CPO) de la funcidn auxiliar de Lagrange16

16 Kapur y Kesavan (1992) muestran en la seccion
2.4.8 que nos es necesario introducir restricciones
adicionales para la no negatividad de las probabi-

lidades pr = 0. En la seccion 2.4.9 estos autores
muestran que podemos remplazar la restriccion de
desigualdad en (8) con una de igualdad sin alterar
las propiedades de la solucion.
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)
Fpp 1, T): = Z:; putlag: 2] —,1< 2:; o 1) + T(— z:; pelnpy —Hmm>

donde A y 7 son los multiplicadores de La-
grange asociados a las restricciones (7) y (8)
respectivamente. La primera CPO es

(10)

0Z (P 4. T)

=0 x| =4 =T(lnp,+1) =0
apk Ed u[ak .X] ( Ilpk )

por lo que si resolvemos para Inpk y pk tene-
mos, para k=1,...,K,

u[ak;x]—/1+T_u[ak;x] A+T

(11)  Inp = =

T T T
u[ak;x] —-A+T u[ak;x] I+T
(12) Pr=e¢e T =e T e T

La segunda CPO es

0L (p, A, T
(13)  oZ{petT) )=0—>1= "
oA k=1

por lo que insertando (12) en (13) obtenemos

kvl aer _aer ok vlagA
Zk le T e T =¢ T Z e T Y

k=1

(14) Aoy

A+T Kk dlasa
(15) ——=mX, 7.

Con (14) podemos eliminar la dependencia

de pren A en la ecuacién (12) y obtener para

k=1,....K la famosa distribucién de Gibbs
ulag: 2]

(16)  p*lals] = e

5 e“[ak%X]
k=1
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obtenida originalmente dentro del contexto de
la mecdnica estadistica.

La solucién (15) nos dice que la probabi-
lidad de la accién ax depende del pago que las
agentes esperan obtener de la accién a, i.e.,
ulay; x], asi como del pardmetro 7, que dentro
de la literatura del modelo QRSE se le conoce
como la temperatura del comportamiento (be-
havioral temperature)—esto debido a su relacién
con los problemas analizados en la mecdnica
estadistica. Este pardmetro 7, que como vere-
mos depende del nivel de entropia Hmin, lo
podemos interpretar como el estado de con-
fianza que las agentes tienen sobre el mercado.
Asi, la probabilidad de las acciones depende
tanto de las expectativas sobre x como de la in-
certidumbre, por lo que podemos interpretar
a p*[a;; x| como el estado de las expectativas de
largo plazo.

Para mostrar la dependencia del pardimetro
7T"al nivel de entropia minimo Hmin, obtenga-
mos la tercera CPO:

(17)

0% (piA.T)

K
oT =0-0= Hmin - Zk:l p]:klnp]:k

Si ahora insertamos (11) y (15) en (17) obte-
nemos directamente la restricciéon

(18)

u[ak;x]
L ulay; x| ulay; x|
0=Hpin— Y, < T —h——).

u[ak;x]
k=1 YK 75—
Y€ T

Si bien una solucién analitica de 7" como
funcién de Hmin puede ser algo complicado
de obtener, el grifico 4 muestra la relacién
existente entre 7'y Hmin € [0,H,,
caso de una probabilidad dicotémica y una

) para el

funcién de pago dada.

15
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Grafica 4

10

Multiplicador de Lagrange T como funcion de la entropia
minima Hmin para K=2 (Hmax=In K= 0.69) y u[ak;2] = 2-ak

0.1 0.2 0.3

Con los resultados obtenidos del modelo QRSE,
analicemos las elecciones de las agentes bajo las
diferentes condiciones de incertidumbre.

7. La toma de decisiones sin incertidumbre.

Supongamos una situacién donde no exis-
te incertidumbre en el mercado, es decir,
Hmin = 7= 0. Como lo vimos en la seccién
4, la funcién de entropia solo puede alcanzar
un valor igual a cero si y solo si alguna ak tie-
ne probabilidad igual a uno, px=1, y el resto
una probabilidad nula, p =0 para /=1, ..,K
y I # k. Pero tenemos K posibles acciones para
los cuales, de manera excluyente, podemos te-

Hmin

04 0.5 0.6

ner pr= 1. ;Cudl accidn escogera la/el agente?

La respuesta es aquella accién, con probabi-
lidad igual a 1, con la que se alcance la mayor
utilidad, la cual corresponderd a la mayor uti-
lidad esperada. El grifico 5 muestra esta situa-
cién para el caso de una probabilidad dicotémi-
ca y una funcién de pago ufg; x| = ¢x. Vemos
que cuando x < 0 realizar la accién 4, = 1 traeria
una utilidad negativa por lo que esta accién se
realiza con p, = 0y, en cambio, la accién 2; = 0
se realiza con p; = 1 ya que es la que genera la
utilidad mdxima: ufa, = 0.x <0] =0. Y lo contrario
sucede cuando x > 0: como ufa, =1,x>0] >0 y
ula, = 0,x > 0] =0 entonces p;= 0y p, = 1. De
esta manera, cuando no hay incertidumbre 7o
hay una estrategia mixta.
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< Toma de decisiones para el caso de eleccidon dicotémica
Graﬁca 5 K =2y u [axx] = ax. El caso sin incertidumbre,T=0.

10l p(az, r%; T)
0.8}

0.6+

plak. r%;T)

04}

0.2} 17

0.0} p(a1.r%;7)

- Toma de decisiones para el caso de eleccidon dicotdmica
Graﬁca 6 K =2y u [axx] = ax. El caso con incertidumbre,T = {2, 0.5, 0.05}.

plak | T. ’e) plak | T, ’e) plak | T, re)
1.2 12
plag,r; T=2) 10 plaz,r; T=0.5) ’ plag,r; T =0.05)
; 10

0.8

0,
, 06
/ 04
plat.rT=2) - p(a,r; T=0.5) o plaq,r; T=0.05)
......... ~_ r — L e, — r

1 2 =2 wf 1 2 -2 -1 1 2
-0.2 -0.2
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8. La toma de decisiones con incertidumbre

¢Qué cambios surgen cuando existe una entro-
pia positiva, Hmin > 0? La existencia de un ni-
vel de incertidumbre positivo implica que el/la
agente realizard una estrategia mixta. Mds aun,
la distribucién solucién (16) muestra que cada
accién se realizard con una probabilidad posi-
tiva. De esta manera, aunque una accién con-
lleve una pago esperado negativo, la incerti-
dumbre que experimentan las agentes les hard
asignar una probabilidad positiva, aunque sea
muy pequefa, a cada una de las acciones. Este
resultado constituye el principal cambio cua-
litativo respecto a la situacién de cero entro-
pfa. El grafico 6, muestra estos resultados para
el caso para una eleccién dicotémica —como
verd, se trata del modelo /logiz, construido con
un marco alternativo.

Respecto a los cambios cuantitativos, la
comparacién de las seis distribuciones en el
grifico 6 nos indica claramente que, para un
valor de la funcién de pago, a mayor incer-
tidumbre la eleccién por parte de las agentes
serd favoreciendo la diversificacién de sus ac-
ciones. Note que cuando la funcién de pago es
cero, n=rn=1, es decir, tendremos una distribu-
cién uniforme en las acciones.

9. El comportamiento de las agentes: dualidad
entre la teoria y la incertidumbre de la inves-
tigadora

Veamos cémo el supuesto de maximizacion de
la utilidad esperada por parte de la agente y del
nivel de incertidumbre minima no es otra cosa
mds que una representacién de la estrategia de
modelacién de la investigadora social donde
toma como informacién inicial la restriccién de
que las agentes eligen sus estrategias buscando
obtener un nivel de utilidad esperada minimo y
el criterio de elegir a la funcién de probabilidad
condicional p[ak|x] que maximice la entropfa
respetando a dicha informacién inicial.

Por las propiedades de dualidad de la fun-
cién objetivo (6)y de la restriccién (8) se pue-
de demostrar'” que, si ahora maximizamos a la
entropia sujeta a las restricciones de normaliza-
cién y de una utilidad esperada minima,

(19) M?L - ,ilpklnpk
{p1epk }20
K
(20) s.t. Zk=1pk =1

(21) ZkK_] P [ak; x] > Umin’

el cual tiene a la funcién auxiliar de Lagrange

(22)

Z(ppaf) = - ZkK:lI’kl“I’k - “( Zlepk - 1) +ﬁ< Zlepku[akix] = Unin ),

obtenemos la misma solucién p* [ak|x en (16)
y, ademds, #=7. Es decir, entre mayor sea el
nivel de incertidumbre que aqueja a la agente,
la importancia del nivel de utilidad esperada
minimo tendrd un impacto menor: conforme
T — oo entonces f — 0 y la restriccién (21)
tiende a no ser relevante en la reduccién de la
entropia y la agente optard por una estrategia
mixta donde las acciones tenderdn a tener pro-
babilidades uniformes, p, - % —la entropia serd
mdaxima. En caso contrario, cuando la impor-
tancia de la utilidad esperada minima tiende
a ser infinitamente grande entonces la incerti-
dumbre tiende a desaparecer y la agente optard
por una estrategia dnica. €3
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